
14. Óñëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

14.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïóñòü (ξ, η) � äèñêðåòíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì pij = P(ξ = xi, η = yj).
Óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ξ îòíîñèòåëüíî ñîáûòèé {η = yj} ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè P(η = yj) > 0

åñòü ðàñïðåäåëåíèå P(ξ = xi | η = yj) = P(ξ=xi,η=yj)
P(η=yj)

= pij

p·j
= pi|j , ãäå p·j =

∑
i

pij .

Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(ξ | η = yj) äèñêðåòíîé âåëè÷èíû ξ åñòü ÷èñëî
∑
i

xipi|j .

Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(ξ | η) äèñêðåòíîé âåëè÷èíû ξ åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ
ðàñïðåäåëåíèåì:

E(ξ | η) E(ξ | η = y1) E(ξ | η = y1) . . .

P p·1 p·2 . . .

Ïóñòü (ξ, η) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòüþ pξ,η(x, y).
Óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü âåëè÷èíû ξ ïðè óñëîâèè η = y ðàâíà pξ(x | η = y) = pξ,η(x,y)

pη(y) .

Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(ξ | η = y) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

E(ξ | η = y) =
∫ ∞

−∞
xpξ(x | η = y) dx = f(y).

Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(ξ | η) ðàâíî f(η).
Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè èìååò âèä: EE(ξ | η) = Eξ.

14.2. Ïðàêòè÷åñêîå çàíÿòèå

1. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6}, à âåðîÿòíîñòü çàäàíà ñîîòíîøå-
íèÿìè P(ωi) = 1/6, i = 1, . . . , 6. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η îïðåäåëåíû ïðàâèëàìè:

ξ(ωi) = i, η(ω1) = η(ω3) = η(ω5) = 1, η(ω2) = η(ω4) = 2, η(ω6) = 3.

Òðåáóåòñÿ:

1) íàéòè ðàñïðåäåëåíèÿ ξ è η;

2) âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ξ;

3) âûïèñàòü òàáëèöó ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ξ, η);

4) âûïèñàòü óñëîâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ξ îòíîñèòåëüíî ñîáûòèé {η = 1}, {η = 2} è {η = 3};

5) íàéòè óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ E(ξ | η = 1), E(ξ | η = 2), E(ξ | η = 3) è ñðàâíèòü èõ
ñ Eξ;

6) íàéòè ðàñïðåäåëåíèå óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ E(ξ | η);

7) ïðîâåðèòü ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.
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2. Íåêîòîðîå íàñåêîìîå îòêëàäûâàåò ñëó÷àéíîå ÷èñëî ÿèö η, ðàñïðåäåëåííîå ïî çàêîíó Ïóàññîíà Pois(λ).
×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ êàæäîå ÿéöî íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ïðåâðàùàåòñÿ â ëè÷èíêó ñ âåðîÿòíîñòüþ p > 0.
Ïóñòü ξ � êîëè÷åñòâî ïîÿâèâøèõñÿ ëè÷èíîê. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå è ñðåäíþþ ÷èñëåííîñòü ïîòîìñòâà.
Îòâåò. ξ ∼ Pois(λp), Eξ = λp.
3. Ñòåðæåíü åäèíè÷íîé äëèíû íàóäà÷ó ðàçëàìûâàåòñÿ íà äâå ÷àñòè, ïîñëå ÷åãî á�îëüøàÿ èç ÷àñòåé ñíîâà
íàóäà÷ó ðàçëàìûâàåòñÿ íà äâå ÷àñòè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç ïîëó÷åííûõ îáëîìêîâ ñòåðæíÿ
ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê?
Îòâåò. 2 ln 2− 1 ≈ 0.386.

14.3. Äîìàøíåå çàäàíèå

4. Ñëó÷àéíàÿ òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (ξ, η) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â òðåóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ
ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0), (1, 0) è (0, 1). Íàéòè óñëîâíóþ ïëîòíîñòü pξ(x | η = y) è óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå E(ξ | η = y). ×åìó ðàâíî E(ξ | η)? Ñîãëàñóþòñÿ ëè ýòè îòâåòû ñ âàøèìè èíòóèòèâíûìè
ïðåäñòàâëåíèÿìè?

Îòâåò. pξ(x | η = y) =
{ 1

1−y , 0 ≤ x ≤ 1− y,

0, èíà÷å,
E(ξ | η = y) = 1−y

2 , E(ξ | η) = 1−η
2 .

5. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Íàéòè E(ξ | ξ + η = z).
Îòâåò. z/2.
6. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ1 ∼ Bin(n, p). Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ2 ïðè óñëîâèè ξ1 èìååò ðàñïðåäåëåíèå
Bin(ξ1, p). Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ3 ïðè óñëîâèè ξ2 èìååò ðàñïðåäåëåíèå Bin(ξ2, p) è ò.ä. Äîêàçàòü, ÷òî
áåçóñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ξk åñòü Bin(n, pk).
Óêàçàíèå. Ñíà÷àëà äîêàçàòü, ÷òî ξ2 ∼ Bin(n, p2), à ïîòîì èñïîëüçîâàòü èíäóêöèþ.
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